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Chapitre I — Probabilités discrétes — Ce Qu’il Faut Retenir
Ensemble des définitions, propositions et théorémes a connaitre

Généralités

Définition espace de probabilité discret : Un espace de probabilité discret est un couple (£2, Pr), ou 2 est un
ensemble non vide, au plus dénombrable, et Pr une application de Q2 dans [0,1] telle que X, oPr(w)=1 (somme
des probabilités des éléments de 2= 1).

Définition variable aléatoire : Soit (€2 Pr) un espace de probabilité discret et soit £2° un ensemble non vide au
plus dénombrable. Une variable aléatoire (v.a) X a valeurs dans €2 est une application de 2 dans 2. Nous
prenons souvent pour 2" un sous ensemble de N ou R. On pourra munir 2’ d’une loi de probabilité Pry en
posant Yw’ € 2 : Pryw’) = Pr(X(fw’})).

Propositions élémentaires sur la variable aléatoire :

»  Pryest une loi de probabilité sur 2" <> X, .. oPryw’)=1.
> Nous avons de plus, pour tout A’ € Q2" : Pry(4’) = Pr(X"'(4°)) .

Espérance et variance

Définition Espérance mathématique : Une variable aléatoire admet un certain nombre de valeurs typiques. Nous
considérons dans la suite les v.a a valeurs dans R. En arithmétique usuelle, la valeur moyenne de n nombre est
définie comme leur somme divisée par n. En calcul de probabilité, I'espérance d’une variable aléatoire est
définie comme la somme des valeurs prises pondérées par les probabilités respectives c'est-a-dire Ex=2cxo
x.Pr(X=x) lorsque cette somme converge absolument.

(X() est I’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X)

Sinon, on dit que X n’admet pas d’espérance.

Linéarité de I’espérance : Soient X; et X; deux v.a définies sur le méme espace de probabilité discret (€2, Pr) et
admettant toutes deux une espérance E. Soit a € R alors :

» E(aX) = aEX);
> EXi+HX)=E(X)+EX) .

Distribution conjointe : On peut considérer plusieurs v.a sur le méme espace probabilisé discret (£2). Soient les
vaa X et Y définies sur (£2 Pr). La loi (ou distribution conjointe) est la donnée de: Pryy=(X=x,
Y=y)=Pr({we 2X(w)=x, Y(w)=y}) Vxy.

X et Y sont dites indépendantes, si Vx, Vy on a Pryy(W=x,Y=y)=Pry(x).Pry(y).

Si X et Y sont deux valeurs indépendantes admettant une espérance, alors la valeur aléatoire produite XY admet
un espérance et E(XY)=E(X).E(Y).
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Variance : Un paramétre important qui vient tout de suite apres [’espérance est la Variance. Elle mesure la
dispertion d’une valeur aléatoire. Si X est une v.a définie sur (£2, Pr), sa variance est définie par Vy=E((X-Ey)?)
lorsuge celle-ci existe.

Nous avons Vy=E(X?) — E(X?).

Si X et Y sont 2 v.a indépendantes admettant chacune une variance, alors la v.a de X+Y admet une variance qui
est la somme des deux variances.

La racine carrée de la variance est appelée écart type et est notée par ¢ : Oy= 1/( V)

Fonctions geéneératrices

Définition : Lorsque les V.a prennent des valeurs dans N, ['utilisation des fonctions génératrices pour les suites
des probabilités et les techniques associées deviennent les outils favoris dans [’étude des distributions discrete.
La fonction génératrice d'une v.a X a valeurs dans N est définie par : Gy(z) = Esy Pr(X=k).Z"

Cette série entiére en z contient toutes les informations sur la v.a. X. Elle est par ailleurs [’espérance de =",
puisque : Gy(z) = 50 Pr(w).z".

Propriétés : Dans la suite nous retirons X de Gy(z) lorsqu’il n’y a pas de danger de confusion. On peut retenir
deux propriétés élementaires :

>  G(1)=1.
» On peut obtenir I’espérance et la variance d’une variable aléatoire a partir de sa fonction génératrice
par:
o EX=G’(1).

o VX=G’(1)+G’(1)-[G’(D)]*.
Soient X et Y deux v.a indépendantes. La fonction génératrice de la v.a X+Y est le produit des fonctions
geénératrices de X et de Y : Gyiy(z)=Gx(z). Gy(z).

Quelques distributions discretes

Loi de Bernouilli : La v.a prend deux valeurs : 1 avec la probabilité p ou 0 avec la probabilité q. On suppose
que p, q € [0, 1] et ptq=1. Nous avons :

» EX=p

» VX=pq

> oX=sqrt(pq)
Cette loi intervient souvent de facon implicite lorsqu’on veut traiter une probabilité comme une espérance. En
effet c’est la loi de v.a qui est la fonction indicatrice d’un évenement A de probabilité p : Pr(4) = E1,.

Loi Binomiale : On effectue n épreuves identiques et indépendantes. La probabilité de succes dans chacune
étant égale a p et celle d’échec q=1-p. Posons X = (le nombre total de succes obtenus dans les épreuves). X est
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une v.a qui peut prendre la valeur 'k dans [intervalle [0, n] avec la probabilité :

pe=Pr(X=k)=| |pq""

k

On dit alors que X suit une loi binomiale de paramétres n et p.

1l est clair qu’on peut considérer la v.a binomiale X comme la somme de n v.a de Bernouilli identiques et
indépendantes de méme parametre p. Nous avons donc

» EX=np,
» VX=npq,
» oX=sqrt(npq).

Loi géométrique : Soit p>0 la probabilité de succés dans une épreuve. Posons g=1I1-p. Nous répétons la méme
épreuve indépendamment jusqu’a [’obtention d’un premier succes. Soit X la v.a désignant le nombre d’épreuves

L . s -1
effectués. C’est une v.a qui peut prendre la valeur k € N* avec la probabilité p, = Pr(X =k)= qk pk .

On dit alors que X suit une loi géométrique de parameétre p. On calcule son espérance et sa variance soit par
une méthode directe, soit en dérivant sa fonction géométrique :

» EX=G’(2)=1/p
» VX=G’(2)=q/p?

Loi de Poisson: Cette distribution intervient dans [’étude du nombre d’évenements intervenant dans un

intervalle de temps (files d’attente). Elle propose aussi des modeles statistiques pour des événements dits

« rares » lorsqu’un grand nombre de cas a été étudié. La variable aléatoire X suit une loi de Poisson de
k

paramétre A, si X peut prendre la valeur k € N avec la probabilité : p, =Pr(X =k)= Fe_l

L’espérance et la variance d’une distribution de Poisson se calculent aisément et on a :

> EX=A
> VX =2\

Propriétés de la loi de Poisson : La somme de deux v.a de Poisson indépendantes de paramétres A et u est une
variable de Poisson de paramétre A+u.

On peut faire ’approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson : Soit X une v.a binomiale de parameétres,
k

A
Pw 1. On suppose n.p = 1> 0. Alors Pr(X, =k) = Fe t K=/0,1,...n].

Indépendance

Définition : Deux événements A et B sont dit indépendants si Pr(A M B) = Pr(A4).Pr(B)

Une famille A; i € 1...n d’évenements est dite indépendante dans son ensemble si pour tout sous ensemble J <

{1,...n}ona Pr(ﬂ A4)= HPI‘(A[.)

ieJ ieJ
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Probabilité conditionnelle

Définition : Soit (2 Pr) un espace de probabilité discret et soit A un évéenement de probabilité non nulle. On

Pr(An B)

définit par (P(£2)), l'application Pr(./A) a valeurs dans [0, 1] par : Pr(B/ A) = ,VBe P(Q).

On appelle Pr(B/A) probabilité (conditionnelle) de B sachant A.

Propriétés :
» Le couple (2, Pr(./A)) est un espace de probabilité discret.
»  Pr(Q/A)=Pr(A)/Pr(A)=1.
» Soit Aj,...,A,, un partition de Q. Si chacun de ces ensembles est de probabilité non nulle, alors :

Pr(B) = Z Pr(4,).Pr(B/ 4,),VYBe P(Q).

i=1

Probabilité des causes (théoréme de Bayes) : Soit 4;, A,, ... A, une partition de L2 telle que Pr(4;) #0, Vi =
1..n. Soit B un évenement de probabilité non nulle. Nous avons

Pr(A /B) = nPr(Af)Pr(B ) 12

> Pr(4,)Pr(B/ 4))

i=1

En  particulier, pour deux événements A et B de probabilit¢ non nulle, nous avons:

Pr(A/B) = PI‘(AI))P(I‘Z(?f [4) et on appelle :
I

» Pr(A) : probabilité a priori de A,
» Pr(A/B) : probabilité a posteriori de A.

Loi conjointe

Définition : Soient X et Y deux v.a réelles sur le méme espace 2. Le couple (X, Y) peut étre considéré comme un
vecteur aléatoire sur £2. Sa loi est appelée loi conjointe de (X, Y). La connaissance de cette derniere permet de
retrouver la loi de X et celle de Y individuellement. En effet, pour tout ensemble A < X(£2) et tout ensemble B
Y(Q) :

» PriXe A)=Pr(Xe A,Ye R)et
» Pry(Ye A)=Pr(Xe R, Y € B).

Remarques :

» Les distributions Pr; et Pr, sont appelées lois marginales du vecteur (X, Y).
» La connaissance des lois marginales ne permet pas de reconstruire la loi conjointe.
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Espérance conditionnelle

Définition : Soit X une v.a et soit A un évenement de probabilité non nulle. L’espérance de X sachant A est

définie par : E(X | A) = Ey, X, clest-d-dire : E(X | A) = ﬁ ZX(Q-) Pr({w }).

meA

Loi des grands nombres

Proposition (inégalité de Bienaymé-Tchebychev) : Soit X une variable aléatoire d’espérance u et de variance V

V
Alors, pour tout e>0 Pr(|X —,u| 2e)=<—.
e

Théoréme (loi faible des grands nombres) : Soit X une variable aléatoire admettant I’espérance u et la variance
V et soit X;, X5, ..., X, une suite de variable aléatoires indépendantes chacune suivant la méme loi que X.

1 n
Désignons par S, la valeur moyenne de la suite : S, = —Z X,.
n i=1

Alors S, converge en probabilité vers son espérance u , c'est-a-dire pour tout e>0 on a

lim Pr(S, —u| > ¢) =0.



